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65, 17–42, 2003.



E. Roanes Lozano.- Algunas aplicaciones de las bases de Gröbner en Inteligencia Artificial 2

1 PREÁMBULO: ÁLGEBRAS DE BOOLE Y ANILLOS BOOLEANOS
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1.1 RETÍCULOS

1.1.1 Definición.- Un conjunto en el que hay definidas dos operaciones internas

diremos que es un ret́ıculo si las dos operaciones son conmutativas, asociativas

y cada una es cancelativa (simplificativa) respecto de la otra.

Como consecuencia ambas operaciones son idempotentes.

1.1.2 Ejemplo.- (P(E),∪,∩) tiene estructura de ret́ıculo:

∀A, B, C ∈ P(E):

• A ∪B = B ∪ A ; B ∩ A = A ∩B

• A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C ; A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

• A ∪ (B ∩ A) = A ; A ∩ (B ∪ A) = A

Como consecuencia:

• A ∪ A = A ; A ∩ A = A

Probemos una de ellas:

• A ∪ A = A ∪ (A ∩ (B ∪ A)) = A ∪ (A ∩D) = A ∪ (D ∩ A) = A
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1.2 RETÍCULO Y ORDEN RETICULAR

1.2.1 Definición.- Denominaremos orden reticular a un orden parcial no estricto

tal que, para dos elementos cualesquiera, siempre exista ı́nfimo y supremo.

1.2.2 Proposición.- A partir de un ret́ıculo se puede definir un orden reticular.

Rećıprocamente, a partir de un orden reticular, se puede definir un ret́ıculo.

1.2.3 Ejemplo.- Consideremos el ret́ıculo de partes de (P(E),∪,∩).

A partir de las operaciones del ret́ıculo se puede definir un orden reticular:

∀A, B ∈ P(E), A v B ⇔ A ∪B = B (⇔ A ∩B = A)

Es inmediato que la relación aśı definida es un orden reticular.

Observemos que, en este caso, v resulta ser ⊆.

1.2.4 Ejemplo.- Rećıprocamente, consideremos el conjunto de partes de E, y el

orden reticular ⊆, esto es, (P(E),⊆).

A partir del orden reticular se pueden reconstruir las operaciones del ret́ıculo:

• ∀A, B ∈ P(E), A tB = sup⊆(A, B)

• ∀A, B ∈ P(E), A uB = inf⊆(A, B).

Es sencillo probar que (P(E),t,u) es un ret́ıculo.

Observemos que, en este caso, t y u resultan ser, respectivamente, ∪ y ∩.
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1.3 ÁLGEBRAS DE BOOLE

1.3.1 Definición.- Un ret́ıculo que sea

• distributivo: e.e., tal que cada una de las dos operaciones es distributiva

respecto de la otra

y

• complementario: e.e.,

– en el que existan ı́nfimo y supremo (para el orden reticular) del ret́ıculo

– en el que haya definida una operación unaria “complemento”, tal que:

∗ al operar con la primera operación del ret́ıculo cada elemento con su

complemento, se obtenga el supremo del ret́ıculo

∗ al operar con la segunda operación del ret́ıculo cada elemento con su

complemento, se obtenga el ı́nfimo del ret́ıculo

se denomina “álgebra de Boole”.
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1.3.2 Ejemplo.- Veamos como (P(E),∪,∩, ′) es un álgebra de Boole.

• ∪ es distributiva respecto de ∩ y viceversa.

• El ı́nfimo del ret́ıculo (para ⊆) es ∅ y el supremo del ret́ıculo (para ⊆) es E.

Además, ′ funciona como complementario: ∀A ∈ P(E): A∪A′ = E ; A∩A′ = ∅

1.3.3 Observación.- Los caracteres “distributivo” y “complementario” de un re-

t́ıculo son independientes.

1.3.4 Ejemplo.-

• El ret́ıculo de las variedades lineales del plano vectorial con la suma de va-

riedades lineales y la intersección es un ret́ıculo complementario pero no dis-

tributivo (si R,S, T son rectas vectoriales distintas, no se verifica: R+(S∩T ) =

(R + S) ∩ (R + T )).

• El ret́ıculo (IN, mcd, mcm) es distributivo, pero no complementario (el ı́nfimo

es 1 y el supremo 0, pero p.ej. 3 no tiene complementario).

• El ret́ıculo de los convexos del plano, la unión convexa (menor convexo que

contiene a la unión) y la intersección es un ret́ıculo, pero no es ni distributivo

(p.ej. A ∩ (B
∗
∪ C), siendo A, B, C tres cuadrados alineados disjuntos, el A en

medio) ni complementario (una recta no tiene complementario).
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1.4 ÁLGEBRAS DE BOOLE Y ANILLOS BOOLEANOS

1.4.1 Definición.- Un anillo booleano es un anillo (con unidad2) tal que la segunda

operación es idempotente.

1.4.2 Proposición.- i) En un anillo booleano todo elemento es su propio simétrico

para la primera operación.

ii) Además todo anillo booleano es conmutativo.

Demostración.- Sean t la primera operación, 0 el neutro, ′ el śımbolo de simétrico

para t ; u la segunda operación y 1 la unidad.

i) Si a, b son elementos del anillo:

(atb) = (atb)u(atb) = (aua)t(aub)t(bua)t(bub) = at(aub)t(bua)tb = (atb)t((aub)t(bua))

pero t es grupo, luego: 0 = (a u b) t (b u a) (∗).
Por tanto, si fuese a = b, por idempotencia (de u): 0 = a t a .

ii) De (∗), como respecto de t es grupo: (a u b)′ = (b u a)

y como todo elemento es opuesto de śı mismo: a u b = b u a .

2Para poder obtener de él un algebra de Boole.
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1.4.3 Proposición.- A partir de un álgebra de Boole se puede definir un anillo

booleano.

Rećıprocamente, a partir de un anillo booleano se puede definir un álgebra de

Boole.

1.4.4 Ejemplo.- (P(E),∪,∩, ′) es un álgebra de Boole (́ınfimo: ∅ ; supremo: E).

Definiendo la diferencia simétrica de dos elementos de P(E), A y B:

A4B = (A ∩B′) ∪ (A′ ∩B)

tenemos que (P(E),4,∩) es un anillo conmutativo con unidad.

En efecto: todas las propiedades son inmediata consecuencia de la correspon-

diente propiedad del álgebra de Boole o son simplemente una manipulación más

o menos larga (como la conmutatividad y asociatividad de 4);

• ∅ es el neutro de 4 (y el absorbente de ∩)

• E es el neutro de ∩.

y como, ∀A ∈ P(E),

• A4A = ∅

todo elemento de P(E) es simétrico de śı mismo para 4.
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1.4.5 Ejemplo.- (P(E),4,∩) es un anillo (booleano).

Definiendo, en este anillo la siguiente operación:

A tB = (A4B)4(A ∩B)

obtenemos un álgebra de Boole (véase el ejemplo siguiente).

1.4.6 Proposición.- Si partimos de un álgebra de Boole y obtenemos el correspon-

diente anillo booleano, y a partir de este obtenemos la correspondiente álgebra

de Boole, resulta el álgebra de Boole de partida.

1.4.7 Ejemplo.- Prosiguiendo con el ejemplo anterior:

AtB = (A4B)4(A∩B) = ((A4B)∩(A∩B)′)∪((A4B)′∩(A∩B)) = (A4B)∪(A∩B) = A∪B
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1.5 UN MODELO POLINOMIAL PARA EL ÁLGEBRA DE BOOLE PROPOSICIONAL

isomorfismo

álgebra de Boole proposicional ←→ álgebra de Boole polinomial

de álg. de Boole

l l
isomorfismo

anillo booleano proposicional ←→ anillo (booleano) polinomial

de anillos
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2 CONSTRUYENDO UN ANILLO BOOLEANO POLINOMIAL
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2.1 PRIMEROS REQUERIMIENTOS. EL ANILLO (A, +, ·)

Tratemos de construir un anillo de polinomios booleano (A, +, ·).

• Como se ha visto en 1.4, para todo elemento es simétrico de śı mismo para la

primera operación, luego: a ∈ A, a + a = 2 · a = 0, y por tanto podemos tomar A
como un anillo sobre un cuerpo de caracteŕıstica 2.

• Los elementos del anillo booleano son idempotentes para la segunda operación

(condición de anillo Booleano).

Estas dos condiciones son verificadas por el anillo de clases residuales (también

k-álgebra): (A, +, ·) donde:

A = (ZZ/2ZZ)[x,y, ..., z]/〈x2 − x,y2 − y, ..., z2 − z〉 .

En efecto:
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2.1.1 Proposición.- En (A, +, ·) todo elemento es opuesto de él mismo.

2.1.2 Proposición.- En (A, +, ·) todo elemento es idempotente para la operación

producto.

Demostración.- Si a ∈ A, se puede escribir en la forma:

a = δ0 + δx · x + δy · y + ... + δz · z + δxy · x · y + ... + δxyz · x · y · z + ...

donde las δ pertenecen a ZZ/2ZZ y por tanto son idempotentes. Puesto que hemos

pasado al cociente sobre el ideal I, las variables x, y, ..., z deben ser idempotentes

también. Además, los dobles productos se anulan, luego

a2 = (δ0 + δx · x + δy · y + ... + δz · z + δxy · x · y + ... + δxyz · x · y · z + ...)2 = a
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2.2 UN RESULTADO LLAMATIVO

2.2.1 Proposición.- En A todo elemento es divisor de cero (el resultado es cierto

en cualquier anillo booleano).

Demostración.- Sea a ∈ A. Entonces: a · (1 + a) = a + a2 = a + a = 2 · a = 0
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3 CONSTRUYENDO UN ÁLGEBRA DE BOOLE POLINOMIAL
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3.1 EL ÁLGEBRA DE BOOLE (A, +̃, ·, 1+)

Probemos a definir un álgebra de Boole a partir de este anillo (como en 1.4):

3.1.1 Definición.- Sean a, b ∈ A; definimos: a+̃b = a + b + a · b
(como la suma y el producto son operaciones internas en A, +̃ también lo es).

3.1.2 Observación.- Por supuesto se puede obtener + a partir de +̃ y ·:

si a, b ∈ A : a + b = (1 + a) · b +̃ a · (1 + b)

(realmente aśı construimos la operación del anillo booleano a partir de las ope-

raciones del álgebra de Boole como se hizo en 1.4).

3.1.3 Observación.- Consideraremos · prioritario frente a +̃ .
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3.1.4 Proposición.- (A, +̃, ·, 1+) es un algebra de Boole (́ınfimo: 0; supremo 1;

complemento de a ∈ A: 1 + a). Por tanto se verifican las Leyes de De Morgan.

Demostración.-

i) Las propiedades conmutativas, asociativas, cancelativas y distributivas se com-

prueban fácilmente.

ii) Probemos por ejemplo que en A todo elemento es idempotente respecto de +̃.

En efecto: para cualquier a ∈ A, a+̃a = a + a + a · a = a + a + a2 = 0 + a = a

iii) El supremo del ret́ıculo es el 1 y el ı́nfimo el 0.

En efecto: si a ∈ A,

a+̃0 = a + 0 + a · 0 = a ; a · 0 = 0

a+̃1 = a + 1 + a · 1 = 1 ; a · 1 = a

El complementario del elemento a es 1 + a.

En efecto: si a ∈ A,

a+̃(1 + a) = a + (1 + a) + a · (1 + a) = a + 1 + a + a + a2 = 1

a · (1 + a) = a + a2 = a + a = 2 · a = 0

(la existencia de 1 + a está asegurada por ser (A, +, ·) anillo).

iv) Como es bien conocido, en todo álgebra de Boole se verifican las Leyes de De

Morgan. Probemos una de ellas:

1 + (a+̃b) = 1 + (a + b + a · b) = 1 + a + b + a · b
(1 + a) · (1 + b) = 1 + a + b + a · b
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4 ORDENACIÓN DEL ÁLGEBRA DE BOOLE POLINOMIAL
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4.1 DEFINICIÓN DE UN ORDEN RETICULAR EN (A, +̃, ·, 1+)

4.1.1 Definición.- Sea ≤ un orden reticular definido en el modo usual en el álgebra

de Boole (A, +̃, ·, 1+):

∀a, b ∈ A : a ≤ b ⇔ a · b = a

4.1.2 Proposición.- En (A, +̃, ·, 1+) son equivalentes:

(1) a · b = a

(2) a+̃b = b

(3) (1 + a)+̃b = 1

(4) a · (1 + b) = 0

(la demostración es inmediata; de hecho el resultado correspondiente es cierto

en cualquier álgebra de Boole).
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4.1.3 Proposición.- El orden aśı definido en A es, precisamente, “ser múltiplo”.

Demostración.- ⇒) a ≤ b ⇔ a · b = a ⇒ a es múltiplo de b

⇐) a es múltiplo de b ⇔ ∃k ∈ A : a = b ·k ⇒ a · b = (b ·k) · b = b2 ·k = b ·k = a ⇔ a ≤ b

4.1.4 Consecuencia.- Para cualesquiera a, b ∈ A: a, b|(a · b) ; a+̃b|a, b

Demostración.- i) Trivial

ii) (a+̃b) · a = a (por la propiedad cancelativa de +̃ respecto de ·)

• Los resultados siguientes son ciertos en general, pero los particularizaremos para

este álgebra de Boole para acostumbrarnos a su extraño funcionamiento.
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4.1.5 Proposición.- Para cualesquiera a, b, c ∈ A:

b|a ⇔ (1 + a)|(1 + b)

(que corresponde en el álgebra de Boole proposicional con: A→ B ⇔ ¬B → ¬A)

Demostración.- ⇒) b|a ⇔ ∃k ∈ A : a = k · b
Por tanto, si llamamos, l = 1 + k · b + b

l · (1 + a) = (1 + k · b + b) · (1 + k · b) = 1 + k · b + b + k · b + k2 · b2 + k · b2 = 1 + b ⇔ (1 + a)|(1 + b)

⇐) Es consecuencia de la implicación ya probada y de que: 1+(1+c) = c

4.1.6 Proposición.- Para cualesquiera a, b, c ∈ A:

i) c|a ⇒ c|(a · b)

ii) c|a y c|b ⇒ c|(a+̃b)

Demostración: ii) c|a⇔ ∃k ∈ A : a = k · c
c|b⇔ ∃l ∈ A : b = l · c

luego: a+̃b = a + b + a · b = k · c + l · c + k · l · c2 = (k + l + k · l) · c ⇒ c|(a+̃b)

4.1.7 Proposición.- Para cualesquiera a, b, c ∈ A:

i) a|c ⇒ (a+̃b)|c

ii) a|c y b|c ⇒ (a · b)|c

Demostración: Consecuencia de las Leyes de De Morgan y las dos prop. anteriores.
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5 EL ISOMORFISMO DE ÁLGEBRAS DE BOOLE ϕ
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5.1 CONSTRUCCIÓN DEL HOMOMORFISMO DE ÁLGEBRAS DE BOOLE ϕ

Sea (C,∨,∧,¬,→) el álgebra de Boole de las proposiciones generadas por las va-

riables proposicionales P, Q, ..., R y denotemos por 1 a la tautoloǵıa y por 0 a la

contradicción.

Consideremos el anillo de clases residuales: (A, +̃, ·, 1+, “ser múltiplo′′) donde

A = (ZZ/2ZZ)[p, q, ..., r]/ < p2 − p, q2 − q, ..., r2 − r〉

Definiendo

ϕ: (C,∨,∧,¬,→) −→ (A, +̃, ·, 1+,”ser múltiplo”)

del modo siguiente: para las variables proposicionales

P −→ p

Q −→ q

............

R −→ r

y para cualesquiera A, B ∈ C

A ∨B −→ a+̃b

¬A −→ 1 + a

como consecuencia de las Leyes de De Morgan: A ∧B −→ a · b
y por tanto ϕ es un homomorfismo.
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5.1.1 Consecuencia.- ϕ(1) = 1, ϕ(0) = 0 y ϕ conserva la ordenación.

Demostración: Ínfimo y supremo:

0 = P ∧ ¬P ⇒ ϕ(0) = ϕ(P ∧ ¬P ) = ϕ(P ) · ϕ(¬P ) = p · (1 + p) = p + p2 = 0

Análogamente se prueba que ϕ(1) = 1

Ordenación: sean A y B dos proposiciones cualesquiera

A→ B ⇔ A ∧B ≡ A ⇒ ϕ(A ∧B) = ϕ(A) ⇔ ϕ(A) · ϕ(B) = ϕ(A) ⇔
⇔ a · b = a ⇒ a es múltiplo de b.

5.1.2 Proposición.- ϕ está bien definida.

Demostración: Es consecuencia de que se preserve la ordenación. Sean A y B dos

proposiciones cualesquiera:

A ≡ B ⇒ A→ B y B → A ⇒
⇒ ϕ(A) es múltiplo de ϕ(B) y ϕ(B) es múltiplo de ϕ(A) ⇔
⇔ a es múltiplo de b y b es múltiplo de a ⇔ a = b
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5.2 EL ISOMORFISMO DE ÁLGEBRAS DE BOOLE ϕ

5.2.1 Proposición.- ϕ es suprayectiva.

Demostración: Todo elemento del anillo A (son los mismos que los del álgebra de

Boole A) es una combinación lineal algebraica de las variables polinomiales. Como

hemos visto que:

ϕ(P ∧Q) = p · q
ϕ((¬P ∧Q) ∨ (P ∧ ¬Q)) = p + q (3.1.2)

ϕ es suprayectiva.

5.2.2 Proposición.- ϕ es inyectiva.

Demostración: Supongamos ϕ(P ) = p , ϕ(Q) = q y p = q (de donde p|q y q|p).
Como ϕ preserva el orden (se corresponden → y “ser múltiplo”):

q|p ⇒ P → Q ; p|q ⇒ Q→ P

luego P ↔ Q

5.2.3 Observación.- Para ser precisos, realmente consideramos C/↔ (álgebra de

Lindenbaum).
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5.3 EJEMPLOS

5.3.1 Ejemplo.- Sea C = {0, P,¬P, 1}.
Entonces (C,→) es el cierre transitivo de:
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P
@

@
@R 1

que se corresponderá en ϕ con (A, “ser múltiplo′′), donde

A = (ZZ/2ZZ)[p]/〈p2 − p〉 = {1, p, 1 + p, 0}

y “ser múltiplo” es el cierre transitivo de:
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5.3.2 Ejemplo.- Sean las variables proposicionales de C: P y Q. Entonces C posee

16 elementos y (C,→) será el cierre transitivo de:
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que se corresponderá en ϕ con (A, “ser múltiplo′′), donde

A = (ZZ/2ZZ)[p, q]/〈p2 − p, q2 − q〉

“Ser múltiplo” vendrá dada por el cierre transitivo de:
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5.4 ÁTOMOS Y CO-ÁTOMOS DE UN ÁLGEBRA DE BOOLE

5.4.1 Definición.- Un elemento de un álgebra de Boole que sea minimal (resp.

maximal) para la ordenación se dice que es un átomo (resp. co-átomo).

5.4.2 Consecuencia.- Los co-átomos de (A, +̃, ·, 1+, “ser múltiplo′′) son los polinomios

irreducibles.

Demostración: d es co-átomo ⇔ d es maximal para “ser múltiplo” ⇔
⇔ el único elemento (6= d) del que d es múltiplo es del supremo (1) ⇔
⇔ d es irreducible.

5.4.3 Observación.- Notemos que una variable proposicional no es irreducible.

P.ej. en el caso de que haya dos variables proposicionales, P y Q (véase 5.3.2):

(p+̃q) es irreducible

(p+̃(1 + q)) es irreducible

(p+̃q) · (p+̃(1 + q)) = p · (q+̃(1 + q)) = p · 1 = p , luego p no es irreducible.

5.4.4 Proposición.- Para cualquier B ∈ (C,∨,∧,¬,→):

B es un átomo ⇔ ¬B es co-átomo.

Para cualquier b ∈ (A, +̃, ·, 1+, “ser múltiplo′′)

b es un átomo ⇔ 1 + b es co-átomo

Demostración: Basta considerar las definiciones de átomo y co-átomo y 4.1.5.
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5.4.5 Proposición.- Los átomos de (A, “ser múltiplo′′), donde

A = (ZZ/2ZZ)[p, q, ..., r]/〈p2 − p, q2 − q, ..., r2 − r〉 son de la forma:

m = [δp · p + (1− δp) · (1 + p)] · [δq · q + (1− δq) · (1 + q)] · ... · [δr · r + (1− δr) · (1 + r)]

donde

δi ∈ (ZZ/2ZZ) (e.e. : δi = 0 o δi = 1).

Por tanto, los átomos son polinomios de A de grado total máximo

(grado uno en cada variable, grado total el número de variables).

Demostración: i) Veamos que m es un átomo.

Sea a ∈ A, m|a⇔ ∃k ∈ A : a = k ·m . Como k ∈ A, se puede expresar en la forma:

k = α0 + αp · p + αq · q + ... + αpq · p · q + ... + αpqr · p · q · r + ...

luego a = k ·m será una suma de monomios como p.ej.: (αpq · p · q) ·m .

* Si αpq = 0, entonces el monomio se anula.

* Si αpq = 1:

– Si (1 + p) ó (1 + q) dividen a m, entonces el monomio se anula.

– En otro caso, p y q dividen a m, y el monomio queda: (1 · p · q) ·m = m .

En cualquier caso, a = k ·m será una suma de monomios iguales a 0 ó a m, luego:

a = m o bien a = 0

y por tanto a es átomo.
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ii) Veamos que si c es átomo de (A, “ser múltiplo′′) debe ser de esta forma.

Si c es átomo, y lo expresamos con las operaciones del álgebra de Boole (A, +̃, ·, 1+),

no se debe poder escribir en la forma

c = h+̃g ; h 6= 0 y g 6= 0

pues en tal caso h y g seŕıan múltiplos de c: c · h = (h+̃g) · h = h

y por tanto c no seŕıa minimal.

Por tanto, si expandimos c por distributividad de · respecto de +̃ y cancelamos, no

pueden aparecer +̃ en tales expansiones.

Luego c es de la forma

c = δ0 + [δp · p + δ′p(1 + p)] · [δq · q + δ′q(1 + q)] · ... · [δr · r + δ′r(1 + r)]

donde δ0, δi, δ
′
i ∈ (ZZ/2ZZ) y donde no todas las variables polinomiales tienen necesa-

riamente que aparecer (e.e., puede no aparecer p.ej. el factor [δq · q + δ′q(1 + q)]).

Analicemos las δ:

* si algún δ y el correspondiente δ′, por ejemplo δp y δ′p , fueran iguales a 1, entonces

[δp · p + δ′p(1 + p)] = 1, es decir, no apareceŕıan ni el factor p ni el (1 + p) en c
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* si algún δ y el correspondiente δ′, por ejemplo δp y δ′p , fueran iguales a 0, entonces

[δp · p + δ′p(1 + p)] = 0, y quedaŕıa c = δ0. Entonces:

– si δ0 = 0, c no seŕıa minimal (seŕıa c = 0, e.e., el ı́nfimo)

– si δ0 = 1, c no seŕıa minimal (seŕıa c = 1, e.e., el supremo).

Por tanto

c = δ0 + [δp · p + (1− δp) · (1 + p)] · [δq · q + (1− δq) · (1 + q)] · ... · [δr · r + (1− δr) · (1 + r)]

donde δ0, δi ∈ (ZZ/2ZZ) y donde no todas las variables polinomiales tienen necesaria-

mente que aparecer.

Como por las leyes de De Morgan, 1 + (a · b) = (1 + a)+̃(1 + b), y hemos visto que c no

se debe poder expresar como +̃ de elementos no nulos, debe ser δ0 = 0.

En consecuencia:

c = [δp · p + (1− δp) · (1 + p)] · [δq · q + (1− δq) · (1 + q)] · ... · [δr · r + (1− δr) · (1 + r)]

donde δi ∈ (ZZ/2ZZ) y donde no todas las variables polinomiales tienen necesariamente

que aparecer.

Pero si por ejemplo ni r ni (1 + r) aparecieran, c · r seŕıa múltiplo (propio) de c y c

no seŕıa minimal. Por tanto todas las variables polinomiales tienen necesariamente

que aparecer.

5.4.6 Consecuencia.- Si en la k-álgebra A hay n variables, en (A, “ser múltiplo′′)

hay 2n átomos (respectivamente co-átomos).

Lo mismo ocurrirá en C si se genera a partir de n variables proposicionales.
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6 IDEALES Y FILTROS
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6.1 IDEALES DE ANILLOS

6.1.1 Definición.- Sea (R, +, ·) anillo. Un subconjunto I ⊆ R se dice que es un

ideal de R syss:

i) ∀i, i′ ∈ I : i + i′ ∈ I

ii) ∀i ∈ I, ∀a ∈ R : a · i ∈ I

(e.e. I es subanillo de A tal que el producto de un elemento del anillo por un

elemento del ideal pertenece siempre al ideal).

6.1.2 Definición.- Sea (R, +, ·) anillo. Sea S 6= ∅ , S ⊆ R. Se llama ideal generado

por S = {p1, ..., pm}, 〈p1, ..., pm〉, al menor ideal que contiene a S.

En particular, si S = {q}, el ideal generado por q, 〈q〉, se dice que es un ideal

principal y resulta ser:

〈q〉 = {a ∈ A : q|a}
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6.2 IDEALES (Y FILTROS) DE ÁLGEBRAS DE BOOLE

6.2.1 Definición.- En (C,∨,∧,¬,→) (álgebra de Boole) se define el ideal (principal)

generado por Q como

EQ = { X ∈ C : X → Q }

y el filtro (principal) generado por P como

EP = { X ∈ C : P → X }

6.2.2 Observación.- Los ideales y filtros (principales) del álgebra de Boole (A, +̃, ·,
1+, “ser múltiplo′′) se definen de modo análogo. Por ejemplo, el ideal principal

generado por q ∈ A será:

{a ∈ A : a es múltiplo de q}

6.2.3 Proposición.- Como ϕ preserva el orden, los ideales y filtros del álgebra de

Boole (C,∨,∧,¬,→) se corresponden por ϕ con los ideales y filtros del álgebra de

Boole (A, +̃, ·, 1+, “ser múltiplo′′).
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6.3 IDEALES DEL ANILLO A Y DEL ÁLGEBRAS DE BOOLE A

6.3.1 Proposición.- Es obvio que los ideales del álgebra de Boole (A, +̃, ·, “ser
múltiplo′′) son ideales del anillo (A, +, ·, “ser múltiplo′′).

6.3.2 Teorema.- (A, +, ·) es un anillo en que todo ideal es principal.

Demostración: Sean s1, s2, ..., sn ∈ A. Entonces: 〈s1, s2, ..., sn〉 = 〈s1+̃s2+̃...+̃sn〉
En efecto:

i) +̃ es operación interna en el ideal (por serlo + y ·) luego:

s1+̃s2+̃...+̃sn ∈ 〈s1, s2, ..., sn〉 ⇒ 〈s1+̃s2+̃...+̃sn〉 ⊆ 〈s1, s2, ..., sn〉
ii) Por 4.1.7 i): s1+̃s2+̃...+̃sn|si ; i = i, ..., n ⇒ si ∈ 〈s1+̃s2+̃...+̃sn〉 ; i = i, ..., n ⇒
⇒ el mı́nimo ideal que contiene a {s1, s2, ..., sn} = 〈s1, s2, ..., sn〉 ⊆ 〈s1+̃s2+̃...+̃sn〉
6.3.3 Observación.- De modo similar se prueba que el filtro del álgebra de Boole

(A, +̃, ·, “ser múltiplo′′) generado por {s1, s2, ..., sn} es también generado por s1 ·s2 ·...·sn

6.3.4 Proposición.- Los ideales del álgebra de Boole (A, +̃, ·, “ser múltiplo′′) coinci-

den con los ideales del anillo (A, +, ·, “ser múltiplo′′).

Demostración: i) 6.3.1

ii) Los ideales del anillo (A, +, ·) son ideales del álgebra de Boole (A, +̃, ·, “ser
múltiplo′′):

En efecto: por 6.3.2, los ideales del anillo son principales, luego los múltiplos del

generador deben estar en el ideal, y es obvio que el conjunto de múltiplos constituye

un ideal del anillo.
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6.4 MÁS RESULTADOS SOBRE IDEALES Y FILTROS

6.4.1 Proposición.- Si el ideal de A generado por p corta al filtro generado por su

complementario, 1 + p, entonces ambos son todo el anillo, e.e.:

Ep ∩ E(1+p) 6= ∅ ⇔ EP = E(1+p) = A

Demostración: ⇐) Es evidente.

⇒) Ep ∩ E(1+p) 6= ∅ ⇒ ∃a ∈ Ep ∩ E1+p

y para ese a, debe verificarse (por definición de ideal y de filtro):

p|a y a|(1 + p) ⇒ p|(1 + p) ⇒ (1 + p) ∈ 〈p〉 ⇒ 1 ∈ 〈p〉 ⇒ 〈p〉 = A

Para el filtro: 1 ∈ 〈p〉 ⇒ p|1 ⇒ (1 + 1)|(1 + p) ⇒ 0|(1 + p) ⇒ 0 = (1 + p) ⇒ E1+p = A
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6.4.2 Teorema.- Todo elemento de A (distinto de la unidad) es expresable de

modo único como producto de irreducibles.

Demostración: i) Todo elemento es producto de co-átomos (irreducibles).

En efecto: sea a ∈ A. Como todos son múltiplos de 1, pueden ocurrir dos cosas:

• b es irreducible (y hemos terminado)

• b no es irreducible. Como el anillo es finito, tiene que existir un irreducible k

tal que 1|k|b. Por tanto ∃b′ : b = k · b′. Reiterando el proceso para b′ obtendremos

la descomposición de b como producto de irreducibles (como b′ · b = b ⇔ b′ ≤ b

y b′ 6= b, y el anillo es finito, el proceso tiene fin).

ii) La expresión de un elemento como producto de irreducibles es única.

Sea a un elemento cualquiera de A. Consideremos el filtro Ea. Entonces a es el

producto de los co-átomos (irreducibles) de Ea, π1, π2, ..., πj, y esa es la única forma

de expresarlo como producto de elementos irreducibles.

En efecto: por 4.1.7 ii

πi|a ; i = 1, 2, ..., j ⇒ π1 · π2 · ... · πj|a

Otros irreducibles no pueden dividir a a, pues perteneceŕıan a Ea.

Si algún πi apareciera más de una vez, simplificaŕıa por idempotencia.

Por tanto: π1 · π2 · ... · πj = a
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6.4.3 Observación.- (A, +, ·) no es un Dominio de Factorización Única pues en

2.2.1 se vio que todo elemento es divisor de cero, luego A no es dominio.

De hecho la factorización en general no es única:

p · q = p · (p · q) y : q 6= p · q

6.4.4 Proposición.- El anillo de clases residuales A es finito y por tanto es un

anillo noetheriano y artiniano.
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7 IMPLEMENTACIÓN EN CoCoA



E. Roanes Lozano.- Algunas aplicaciones de las bases de Gröbner en Inteligencia Artificial 40

7.1 SOBRE CoCoA

• CoCoA es un lenguaje de Algebra Computacional especializado en cálculos de

GB y NF módulo un ideal en anillos de polinomios sobre cuerpos finitos.

• No se puede fijar en CoCoA que el anillo sea de clases residuales.

• Lo que haremos es reducir módulo el ideal todo los cálculos (lo que viene a ser

lo mismo).

• La tautologia y la contradicción se representarán respectivamente como T (T =

1) y C (C = 0).
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7.2 CÓDIGO EN WinCoCoA v.4.2

• Supongamos que las variables proposicionales son P1, P2, ..., P10 y las variables

polinomiales correspondientes p1, p2, ..., p10.

• Consideramos entonces el anillo polinomial:

(ZZ/2ZZ)[p1, p2, ..., p10]

y reducimos todos los cálculos módulo el ideal:

I = 〈p2
1 − p1, p

2
2 − p2, ..., p

2
10 − p10〉

Código:

A::=Z/(2)[ p[1..10] ] ;

USE A;

MEMORY.I:=Ideal(p[1]^2-p[1],p[2]^2-p[2],p[3]^2-p[3],p[4]^2-p[4],p[5]^2-p[5],

p[6]^2-p[6],p[7]^2-p[7],p[8]^2-p[8],p[9]^2-p[9],p[10]^2-p[10]);

T:=1;

C:=0;

NEG(M) := NF(1+M , MEMORY.I);

O(M,N) := NF(M+N+M*N , MEMORY.I);

Y(M,N) := NF(M*N , MEMORY.I);

IMP(M,N) := NF(1+M+M*N , MEMORY.I);
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7.3 EJEMPLOS DE USO DE LA IMPLEMENTACIÓN EN WinCoCoA

-- Ejemplo: distributividad

O(p[1],Y(p[2],p[3])) - Y(O(p[1],p[2]),O(p[1],p[3]));

0

-- Ejemplo: Ley de De Morgan:

NEG(O(p[1],p[2])) - Y(NEG(p[1]),NEG(p[2]));

0

En los dos casos la respuesta es 0, con lo que queda probada la distributividad de

∨ respecto de ∧ y una de las leyes de De Morgan.
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8 CONCLUSIONES
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• Esta aproximación tiene la ventaja sobre la de Kapur-Narendran [11] o Hsiang

[10] de proporcionar una estructura de algebra de Boole (polinomial) isomorfa

al algebra proposicional [13], en lugar de sólo una forma de realizar cálculos

efectivos.

• Ello es la clave para dar un paso más y obtener un modelo para Sistemas

Expertos (S.E.) basados en reglas sobre una lógica booleana, pasando de

A = (ZZ/2ZZ)[x, y, ..., z]/〈x2 − x, y2 − y, ..., z2 − z〉

a

A/J

donde J es el ideal generado por la negación de los hechos establecidos como

ciertos (de entre los hechos potenciales), reglas y restricciones de integridad.

• De este modo, se pueden estudiar extracción de conocimiento y verificación de

S.E.

• Todo ello se puede generalizar a lógicas modales multivalentes (extendiendo los

trabajos de Alonso et al. [3] y Chazarain et al. [5]), también con la ventaja de

proporcionar un anillo de clases residuales isomorfo y poder pasar a tratar S.E.

basados en reglas sobre lógicas modales multivalentes [17, 14].
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• También se pueden desarrollar aproximaciones algebraicas similares (basadas

en el uso de bases de Gröbner), para la toma de decisiones en ciertos problemas

de ingenieŕıa del transporte, como:

– enclavamientos ferroviarios independientes de la topoloǵıa de la estación

(un enclavamiento evita que se pueda autorizar una disposición de colores

de semáforos y posiciones de agujas de los desv́ıos que pueda llevar a una

colisión) [18],

062.jpg

Figura 1: Estación de Moreda, dirección norte (Linares).
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061.jpg

Figura 2: Estación de Moreda, dirección sur (Granada / Almeŕıa).

– sistemas de supervisión de la labor del controlador de rodadura en una ter-

minal aeroportuaria (A-SMGCS: Advanced Surface Movement Guide and

Control System) [19].
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